
1. Үзiлiссiздiк теңдеуi

Кез келген еркiн V көлемдi қарастырайық. Айталық, dS− V көпбейнесiндегi ∂V бетiнiң бөлiгi болсын.
dS−да u жылдамдықпен қозғалған сығылмайтын (ρ = const) сұйықтықты қарастырайық. dS бетiне
тұрғызылған бiрлiк нормалдi ηS арқылы белгiлейiк. dS бетiмен dt уақыт аралығында сұйықтықтың
көлемi dV = u · ηSdSdt, ал сұйықтықтың массасы dM = ρu · ηSdSdt немесе

dM

dt
= ρu · ηSdS (1.1)

өрнекпен анықталады. (1.1) өрнектi ∂V бетi бойынша интегралдайтын болсақ, онда V көлемнiң iшiндегi
массалар өзгерiсi:

dM

dt
= −
¨

∂V

ρu · ηSdS, (1.2)

егер Остраградский-Гаусс теоремасын еске түсiрсек, онда (1.2) өрнек
dM

dt
= −
˚

V

div(ρu)dV, (1.3)

түрiнде болады.
Бiр жағынан V көлемнiң iшiндегi сұйықтықтың массасы

M =

˚

V

ρdV,

және dt уақытта массаның өзгерiсi
dM

dt
=

˚

V

∂ρ

∂t
dV. (1.4)

Демек, (1.3) және (1.4) өрнектерден

0 =

˚

V

(
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

)
dV. (1.5)

Бұл теңдеу V ⊆ Rd үшiн
∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (1.6)

жағдайда орынды екенiн аңғаруға болады және (1.6) теңдеу үзiлiссiздiк теңдеуi деп аталады, физи-
калық жағынан үзiлiссiз сұйықтықтағы массаның қозғалысын сипаттайды. Гидродинамика саласында
көлемiнiң кiшiрейуi немесе ұлғаюы барсында тығыздығы тұрақты, басқаша айтқанда, сығылмайтын
сұйықтықтар негiзгi зерттеу нысаны болып табылады. Сығылмайтын сұйықтықтың математикалық
моделi

divu = 0

теңдеуiмен сипатталады.

2. Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiнiң математикалық моделi

Айталық, Rd кеңiстiктiң бөлiгi dτ көлемiнде сығылмайтын тұтқыр сұйықтықтың қозғалысын қарас-
тырайық. Сұйықтық қозғалысқа түсу үшiн оған әсер ететiн толық күш келесi өрнекпен анықталады

Fi = F i
p + F i

m,

мұнда F i
p− беттiк күш, F i

m− көлемдiк күш.
dτ көлемiнде xi бағыты бойынша сырттай әсер ететiн F i

m көлемдiк күшiнiң меншiктi салмағын f :
Rd × [0,∞) → Rd арқылы, ал оның компоненттерiн fi, i = 1, ..., d арқылы белгiлейiк. Демек, F i

m−
көлемдiк күшi:

F i
m =

d∑
j=1

∂σij

∂xj
dτ

1



2

Сонымен қатар, dτ көлемiнiң бетiне xj нормаль бағыты бойынша әсер ететiн F i
p беттiк күшi

F i
p =

d∑
j=1

∂σij

∂xj
dτ,

өрнекпен анықталады, мұнда σij− кернеу тензоры.
Олай болса, сұйықтыққа қозғалысына әсер ететiн толық күш (көлемдiк күш және беттiк күш):

Fi = fidτ +

d∑
j=1

∂σij

∂xj
dτ, (2.1)

Сонымен қатар, қозғалыстағы сұйықтықтың (дененiң) испульсiн ескерсек, онда

Pi = ρuidτ (2.2)

өрнегi орынды. Ньютонның екiншi заңы бойынша қозғалыстағы дененiң испульсiнiң өзгерiсi денеге
әсер ететiн күшке тура пропорционал екенi белгiлi, яғни

Fi =
dPi

dt
(2.3)

(2.2) өрнектегi Pi импульсiнiң мәнiн (2.3) өрнектiң оң жағына апарып қойып және uj =
dxj

dt екенiн
ескерсек, онда

Fi =
dPi

dt
=

d

dt
(ρuidτ) = ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 dτ. (2.4)

(2.1) және (2.4) оң жағын теңестiрсек

fidτ +

d∑
j=1

∂σij

∂xj
dτ = ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 dτ (2.5)

түрiнде өрнек орынды болады. (2.4) өрнектi Ω еркiн көлем бойынша интегралдайтын болсақ, онда

ˆ

Ω

fi +

d∑
j=1

∂σij

∂xj

 dτ =

ˆ

Ω

ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 dτ (2.6)

немесе ˆ

Ω

fi +

d∑
j=1

∂σij

∂xj

− ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 dτ = 0. (2.7)

Жоғарыдағы өрнектен интеграл астындағы функция үзiлiссiз, Ω еркiн көлем екенiн ескерсек, Коши
импульс теңдеуiн алынады:

fi +

d∑
j=1

∂σij

∂xj
= ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 . (2.8)

Кернеу тензоры екi құраушыдан тұрады, олар: нормалдық бiрқалыпты кернеу (қысым) p = −
d∑

i=1
σij

n
және девиаторлық кернеу τij . Девиаторлық кернеу сұйықтықтың деформациясын сипаттайды және
сұйықтықтың жылдамдығының градиентiмен тығыз байланысты.
Ендi сұйықтықтың жылдамдығының градиентiн түсiндiру үшiн кез келген q = (qi) ∈ R нүктесi мен сол
нүктедегi ui(q) жылдамдықты қарастырайық. q нүктесiнiң dq орын ауыстыруында жылдамдықтың аз
ғана du өзгерiсi

dui = dq · ∇ui =

d∑
j=1

∂ui

∂xj
dxj (2.9)
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өрнегiмен анықталады. (2.9) өрнектi келесi түрде

dui =

d∑
j=1

1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
dxj +

d∑
j=1

1

2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
dxj (2.10)

қайта жазуға болады немесе

dui =

d∑
j=1

1

2
(eij + ωij) dxj (2.11)

тең, мұнда eij = 1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
жылдамдықтың деформация тензоры және ωij = 1

2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
айна-

лымдылық тензоры. Ньютондық емес сұйықтықтар үшiн девиаторлық кернеудiң тензоры жылдамды-
қтың деформациясының тензорына тура пропорционал, яғни

τij = 2νeij (2.12)

өрнек орынды.
Сығылмайтын сұйықтықтың толық кернеу тензоры

σij = τij − pδij (2.13)

өрнекпен анықталады.
Ендi σij = 2νeij − pδij байланысты ескерiп, (2.8) өрнекке апарып қойсақ, онда бұл өрнектiң сол жағы

fi +

d∑
j=1

∂

∂xj
(2νeij − pδij) = fi +

d∑
j=1

∂

∂xj
(2νeij)−

∂p

∂xi
=

fi + ν

d∑
j=1

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
− ∂p

∂xi
= fi + ν

d∑
j=1

(
∂2ui

∂x2
j

+
∂2uj

∂xi∂xj

)
− ∂p

∂xi
=

fi + ν∇2ui + ν
∂

∂xi

d∑
j=1

∂uj

∂xj
− ∂p

∂xi
= fi + ν∇2ui + ν

∂

∂xi
div u− ∂p

∂xi
=

fi + ν∆ui −∇p.

(2.14)

(2.14) қорытынды нәтижесiн (2.8) өрнектiң сол жағына апарып қойсақ, онда

ρ

∂ui

∂t
+

d∑
j=1

uj
∂ui

∂xj

 = fi + ν∆ui −∇p. (2.15)

Навье-Стокс теңдеулер жүйесiн аламыз.

Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 шенелген облыста сығылмайтын сұйықтықтың [0, T ], T > 0 аралығында қозғалысы
келесi Коши теңдеулер жүйесiмен сипатталады:

∂u

∂t
+

d∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+

1

ρ
grad p = Div σ + f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.16)

divu = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.17)
мұнда u(x, t) = (u1(x, t), ..., ud(x, t))− cұйықтықтың жылдамдығы, p(x, t)− cұйықтықтың қысымы,
f(x, t) = (f1(x, t), ..., fd(x, t))− сұйықтыққа әсер етушi сыртқы күштердiң тығыздығы, σ− кернеу тен-
зорының девиаторы және trσ = 0, ал Div σ− ∇ (набло) векторы мен кернеу тензорының девиаторы
арасындағы скаляр көбейтiндi, оның компоненталары: d∑

j=1

∂σ1j

∂xj
,

d∑
j=1

∂σ2j

∂xj
, ...,

d∑
j=1

∂σdj

∂xj


түрiнде болады. Сығылмайтын сұйықтықтың толық кернеу тензоры

T = −pE+ σ,
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мұнда E−бiрлiк тензор. Кернеу тензорының девиаторын (2.16)-(2.17) теңдеулер жүйесiнiң белгiсiздерi
арқылы өрнектеу үшiн кернеу тензорының девиаторы мен жылдамдық деформациясының тензоры
және олардың уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас қолданылады. Жылдамдық дефор-
мациясының тензорын ε арқылы белгiлейдi, оның компоненттерi келесi түрде анықталады

ε = (εij)
d
i,j=1 , εij = εij(u) =

1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
.

Мұндай кернеу тензорының девиаторы мен жылдамдық деформациясының тензоры және олардың
уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас реологиялық қатынас деп атайды.
Егер σ = 0 болса, онда идеал сығылмайтын сұйықтықтың қозғалысы Эйлер теңдеулер жүйесiмен
сипатталады:

∂u

∂t
+

d∑
i=1

ui
∂u

∂xi
+

1

ρ
grad p = f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.18)

divu = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]. (2.19)
Алайда, соңғы бiр жарым ғасырдан астам уақытта гидродинамика саласында негiзiнен ньютондық
емес сұйықтықтардың қозғалысы зерттелiнiп келедi. Ньютондық емес сұйықтықтардың қозғалысының
реологиялық қатынасы

σ = 2νε (2.20)
өрнегiмен анықталады, мұнда ν− тұтқырлықтың кинематикалық коэффициентi. Кернеу тензорының
девиаторы (2.20) мәнiн (2.16)-(2.17) теңдеулер жүйесiне қойғанда

∂u

∂t
+

d∑
i=1

ui
∂u

∂xi
− ν∆u+

1

ρ
grad p = f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.21)

divu = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ] (2.22)
Навье-Стокс теңдеулер жүйесiн шығады. Дегенменде, Павловский өз жұмысында кернеу тензорының
девиаторын (2.20) өрнегiнiң орнына келесi түрде анықтады

σ = 2νε+ 2κ
dε

dt
, ν > 0, κ > 0, (2.23)

мұнда κ−ретардация уақыты немесе деформацияның релаксация уақыты, ал

d

dt
:=

∂

∂t
+

d∑
i=1

ui
∂

∂xi

өрнегi тұтас орта механикасы теориясынан белгiлi (Лагранждық әдiс) уақыт бойынша толық (субстан-
ционалды) туынды.
(2.23) формуламен анықталған кернеу тензорының девиаторын (2.16)-(2.17) теңдеулер жүйесiне қой-
ғанда

∂u

∂t
+

d∑
i=1

ui
∂u

∂xi
− ν∆u− κ∆ut +

1

ρ
grad p = f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.24)

divu = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ] (2.25)
тұтқыр сығылмайтын ньютондық емес сұйықтықтың релаксациялық қасиеттерiн сипаттайтын Кельвин-
Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңдеулер жүйесi қорытылады. Егер сұйықтық қозғалысқа түскен кейiн
кенеттен әсер ететiн күштердi ескерсек, онда сұйықтықтың қозғалысы

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u− κ∆ut −

tˆ

0

K(t− τ)∆u(τ)dτ +
1

ρ
∇p = f , (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (2.26)

divu = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ] (2.27)
Осколков теңдеулер жүйесi немесе интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiмен
сипатталады.
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